U.M.N. 3. Fonctions numériques. Dérivées. Différentielles. Cours.

3. FONCTIONS NUMERIQUES. DERIVEES,
DIFFERENTIELLES.

1. Rappel.

(0]
Soit I un intervalle non vide et non réduit & un point de R, on note | l'intérieur de |
(0]
I={x 01| @> 0 avec ]x-a,x+a[ D1}

(0]
Soit f OF(I,R),Xq Ol

2. Dérivée et différentielle.

2.1. Dérivée en un point.

4> Définition

f(x) —f(xo)
X=Xp

On dit que f est dérivable en X de dérivée L en X si et seulement si admet

pour limite L quand x tend vers Xg.
. , df
Notation :L =f"'(xg) ou L = d—(xo).
X

Onadonc lim M
X - Xg X—=Xp

Important : f'(Xg) UR.

= £ (xg) = %(XO)

En posant X =Xy +h,ona lim f(xo+hg_f(X0) = f'
h-0

(Xo)-

(@) Remarque

Il résulte de I'unicité de la limite que si la dérivee de f existe en X, elle est unique.
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U.M.N. 3. Fonctions numériques. Dérivées. Différentielles. Cours.

2.2. Dérivée a droite, dérivée a gauche.

On suppose qu'il existe o > O tel que |xg = a,xo] O1 (resp. [ xg,xg +a[ O1)

f(x) = f(xo0)

On dit que f est dérivable a gauche (resp. a droite) en Xq si et seulement si
X=Xp

admet une limite quand x tend vers Xg, X <Xq (resp. X >Xg)

Si f est dérivable a gauche en xg , on note lim M:f'g(xo).
X-Xg X ~Xp
X<X0
Si f est derivable a droite en Xy , onnote lim M:f'd(xo).
X-Xg X~Xp
X>X0
Ou encore
. - (xg +h) = f(xo) . - f(xg +h) = f(xg)
f'q(Xg) = lim f'q(Xg) = Iim .
g (Xo0) Jim o d (Xo) Jim ™
h<0 h>0

i= Théoréme

(0]
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1, xg O1,

alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f dérivable en X, de dérivée f'(Xq) ;
[f dérivable a gauche dexq de dérivée f'4(xo)
2) = % dérivable a droite de xq de dérivée ' 4(xq) .
9 (x0) ='a (x0) = ' (x0)
€3 Propriétés

Si f est dérivable en xg, alors sa courbe représentative I dans un repére (O; T T) admet une
tangente en Mq(Xq,f(Xg)) qui est la droite passant par Mg de coefficient directeur f'(xg) et

donc d'équation y =f(Xg) +f' (Xg)(X —Xp)-
(@) Remarque

Si f est dérivable a gauche (resp. a droite) en X alors sa courbe représentative admet une

demi-tangente a gauche (resp. a droite) au point Mg(Xg,f(Xg))-
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3. Fonction différentiable en un point.

4> Définition
[0}
Soit | un intervalle de R, xg O1 intérieur de I, f OF(I,R).

On dit que f est différentiable en X, si et seulement si il existe une fonction € :h g(h)

définie dans un voisinage de 0, et un réel a (indépendant de h) tel que :
f(xg +h) =f(xg) +ah+he(h) avec rI]im g(h)y=0
-0

On dit aussi que f admet un développement limité d'ordre 1 en Xg

i= Théoréme
Soit | un intervalle de R, xg OI, f OF(1,R))

f est différentiable en X si et seulement si f est dérivable en xg

4> Définition
[0}

Si fest différentiable en xg O, I'application linéaire hi— f'(xg)h se nomme différentielle

de f en Xg. On la note dfy

On note aussi dfy (h) =dy eten remplacant h par dx

dfy, (dx) = dy ou encore dy =f'(xg)dx et f'(xg) = %

Interprétation géométrigue
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3.1. Continuité des applications différentiables.

[0}
Soit | unintervalle de R, xg OI, f OF(I,R).
Si f est différentiable (dérivable) en X, alors f est continue en Xg.

La réciproque est fausse.

4. Calcul des dérivées.

4.1. Dérivée sur un intervalle.
Définition
Soit | un intervalle de R, f OF(I,R). On dit (par exemple) que f est dérivable sur [a,b[ si et

seulement si f est dérivable en tout point de ]a,b[ et f est dérivable a droite de a.

Si f est dérivable sur |, on définit une nouvelle fonction
f':1 o R
X ' (x)

f' s'appelle fonction dérivée de f sur I.

Notation
On note D(I,R) I'ensemble des fonctions dérivables sur |
D(I,R)OC(I,R) O F(I,R)

4.2. Opérations sur les fonctions dérivables.

Soit Xg R, f et g deux fonctions définies au voisinage de xg, dérivables en X, alors :
« f + g estdérivableen xg, et (f +g)' (Xg) =f"(Xg) +9' (Xp),

« [AD0O R, Af estdérivable en xq et (Af)' (Xg) = Af'(Xg),

« f gestdérivable en Xq, et (f9)' (Xg) =f'(Xg)a(Xg) +f(Xg)9' (Xp),

g'(Xp) |
g%(Xo)

* Sig(xg)#0, alors la fonction é est dérivable en xq et (é)' (Xg)=-

* Sig(xg)#0, alors la fonction é est dérivable en xg et
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Cours.

fy ey = F1(%0)9(x0) —F(X0)g' (X0)
(9) o) 9°(X)

4.3. Dérivée d'une fonction composée.

Si f est dérivable en xq et g dérivable en yg =f(Xg) alors gof est dérivable en X et

(gof)" (xo) =g (f(x0)f" (X0)
ou en utilisant la différentielle d(gof )y, = (dg)f (x,)0df(x,)-

4.4. Dérivée des fonctions réciproques.

i= Théoréme

Si f est une fonction continue, strictement monotone de I'intervalle | sur J=f(l)

alors f admet une fonction réciproque £ =L définie sur J.

Si f est dérivable en xg et si f'(xg)#0 alors =1 est dérivable en f(xg) et

1
f* (xo)

ou encore (f ‘1)' (Yo) =

(F 7Y (F(xo)) =

1
fof yg)

i= Théoréme

Soit f un homéomorphisme différentiable sur I, alors f est un difféomorphisme si f'(x)

ne s'annule pas sur | .
4.5. Dérivées des fonctions circulaires réciproques.

i= Théoréme

Arcsin est dérivable sur | -11] et Ox O} 11[ (Arcsin)' (x) = 1 >
1-X
Arccos est dérivable sur | -1,1] et Ox O} 1,1[ (Arccos)' (X) = —— !
V1-x2
Arctan est dérivable sur R et Ox OR (Arctan)' (x) = 1 ! 5
+X
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5. Dérivées successives.

42 Définition
Soit I unintervalle de R, f OF(I,R).
Si on suppose que f est dérivable sur I, et que f' est elle-méme dérivable sur |, alors on peut

définir (f')" sur I, (f')" est la fonction dérivée seconde de f et se note f".
On définit par récurrence, P pour pON® par £(P) = (f(P~Dy",

Par convention, f(o) =f.

6. Fonctions de classe CP et de classe C”.

On dit qu'une fonction f est de classe CP sur I, on note f OCP(I,R), si f est une fonction p-
fois dérivable sur | etsi (P est continue sur 1.

On dit que f est indéfiniment dérivable, ou de classe C* si f admet des dérivées successives

de tout ordre.

7. Formule de Leibniz.

(Allemand 1646-1716)

Si f et g sont de classe C" sur | alors

n
(fg)™W = 5 cKrg("~k) avec la convention (0 =t et g(© = g.
k=0
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Exercices corrigés.

E

@ Exercice & Q' \1ATHO3E0L

Soit f la fonction définie par f(x) = % Démontrer que f est une bijection de R dans un

*[x|

intervalle que I'on précisera. Déterminer sa bijection réciproque.

@ Exercice X Q' \1ATH03E0?

X

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=— 1
e F—

Etudier les variations de la fonction f.

Montrer que cette fonction admet une fonction réciproque £

Expliciter la fonction £

@ Exercice X Q' \1ATHO3EO3

Résoudre dans R * I'équation x'0 + x> =1056

@ Exercice X Q' \ATHO3E04

Calculer la dérivée ni€Me de  f(x) = €*(ax? + bx +¢)

@ Exercice X Q' \1ATHO3ECS

Calculer la dérivée n'®™ de f(x):xzcosx

@ Exercice X Q' \1ATHO3EOS

Calculer la dérivée n'®™ de f(x)=cos>x +sinx

Sexercice & Q' \ATHO3ET*

Calculer la dérivée n'®™ de f(x) = e cosx
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Exercices corrigés.

@exercice & Q' \yaTH03EE
Calculer la dérivée n'®™ de f(x) =x"(1+x)".

n
En deduire la valeur de ) (Cﬁ)2 (nON)
k=0

@ Exercice X Q' \1ATHO3EQ

Soit la fonction f: R - R
X

x—>f(X)=0
% +bx+c s x=0

six<0

Déterminer les réels a, b, ¢ pour que la fonction soit de classe Cc? surR

Cette fonction peut-elle étre de classe c® surR ?

@ Exercice X Q' \1ATHO3EL

Déterminer la classe sur R de la fonction

f:R SR

Hesnt & x#0
X0 X

ED s x=0

@ Exercice ¥ 9 \|ATHOIELL

Déterminer la classe sur R de la fonction

f:R R
2dn= s x#0

X[
=) s x=0
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Exercices corrigés.

@ Exercice ¥ D \|ATHOIEL?

Déterminer la classe sur R de la fonction
f:R SR

H3snl & x#0
X > [ X

=) s x=0

© dpic - inpl — avril 1999



U.M.N. 3.

Fonctions numériques. Dérivées - Différentielles

Solutions.

@ solution \1aTHo3E0L

La fonction f est définie sur R, continue sur R comme composée de fonctions continues.

f est impaire, on limite I'étude des variations a R .

— X ' e
pour x R 4, f(x)——1+X et f'(x)

1

>0
(1+x)?

f est strictement croissante sur R .. Comme elle est impaire, elle est strictement croissante sur

R. Puisque lim f(x)=1, f est une bijection de R sur ]-1,1[, déterminons la bijection
X 400

réciproque :
X
1+[x|

S x=0 dors

S x<0 dors

=y [0 x et y sont de méme signe

X y
Tox VX L+X)y = x1-y)=y < X -y
X y
Tox Y <X (L=x)y = xQ+y)=y = X L+y

La bijection réciproque f~L est donc I'application

9—1,1[ - R

H

X

X b —
H 1-[x]

©) Retour
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@ solution \1aTHo3E02

La fonction f est définie sur R”= ]=,0[ O]0,+cd, dérivable sur R H

eX

& -17

S x O} e ,0[ aors f est continue et strictement décroissante et f(]—c0,0[) =]-c0,0]

fr(x)=- 0 OxORV

Si x 0] 0,+[ alors f est continue et strictement décroissante et f(]0,+ co[) =]1,+ o]
f est une bijection de]~c0,0[ 0]0,+ oo] sur |~c0,0[ O]1,+ oof

Déterminons la bijection réciproque :

puisque x ORD et y Ofeo ,0[ O]1,+ o[ alors

y= A yEe -1 =€ = &y-N=y == >0 x=In-L.
e -1 y-1 y-1

La bijection réciproque f~L est donc I'application
-,0[0]0+of  ]-w,0[ 0]+
Il

E xn—>InL
x-1

©) Retour
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Solutions.

@ solution \1aTH03E03
Soit f I'application R, - R
x> x0 +x°
f est continue et strictement croissante sur ] 0, + oo|
f est une bijection de 0, +co[ sur ]0,+oof
f prend une fois et une seule la valeur 1056 et puisque
f(2) =219 + 25 =1024 + 32 = 1056

L'équation admet une solution et une seule x=2

(@) Remarque

On peut aussi envisager de poser X = X2, I'équation proposée s'écrit alors :

X? +X =1056 ce qui implique X, =-33 et X, =32etdonc x; = —%'33 et X, =2,

et I'on retrouve l'unique solution x=2 sur R ™.

©) Retour
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€@ solution yaTH03E04
On utilise la formule de Leibniz donnant la dérivée n'eme d'un produit

k=0
ux)=e* 0 ulP(x)=¢

v(x):ax2+bx+cD V'(X)=2ax+b0O v"(x)=2al v(k)(x):ODk23

n

La formule de Leibniz ne comporte que 3 termes pour un polynéme du second degré
(propriété de nilpotence)
n(n-—1)

D
2a
E

f(M(x) = & gax2 +bx +C) + n(2ax + b) +

£ (x) = ex[ax2 +x(b+2an) +c+nb+n(n —1)4

©) Retour
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@ solution \1aTH03E0S

On utilise la formule de Leibniz donnant la dérivée n'*™ed'un produit

n
k=0

On pose
U = CcOSX
v=x% et donc v'=2x v'=2 vk =0 k=3

La formule de Leibniz ne comporte que 3 termes pour un polynéme du second degré
(propriété de nilpotence)

et uM = cog(x + T u(mD = cos% Ln-hno sin(x + 1Y puisque cos(a — ) = sina
2 2 H 2 2
u("=2) = cosx + M{Dz —Ccos(x + ﬂT) puisque cos(a — T1) = —cosa
2 H 2
f(M(x) = [x2 cosx] () = x2 cog(x + n?rr) +2nxsin(x + n?n) - Z@COS(X + %n)

f(M(x) = [x2 cosx] (M= (x2 - n? + n) cos(x + n?n) +2nxsin(x + n?n)

Les coefficients du triangle de Pascal étant symétriques, on obtiendrait le méme résultat en
posant u= x2 et v =cosx, les seuls termes non nuls dans la formule de Leibniz étant cette

fois les trois derniers termes.

©) Retour
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€@ solution \1aTH03E0S
(® Rappel

(sinx)(™ =sin(x + n?n) et (cosx)(™ = cog(x + n?n)

Linéarisons
3 eX + e 3_1 3ix 4 o3I iX 4 A-iX
COS™X = (T) = é[(e )+3(e” +e )] = (3cosx + cos3x)
-3 X _ g7ix 3 11, 3ix _ _-3ix iX _ -ix
sin”x = ( o ) =—§[(e -e 7)) -3(e )] =(8sinx —sin3x)

F(X) = %[(cossx — §in3x) + 3(cosx + sinx)]

or cos3x —sin3x :«Ecos(g+3x) et cosx +sinx :\Esin(g+x)

f(x) = %os(— +3x) +3d n(— +x)2 g
et

£(M(x) = %E&“ cos(%[+3x+n?n) +33in(g+3x +n?n)§

©) Retour
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€ solution \ATH03E07
(® Rappel

Formule d'Euler : €* = cosx +isinx

f(x) = € cosx = & Partie réelle (€¥) = Partie réelle (e1*)X)
£(M(x) = Partie réelle{(1+ i)ne(1+i)x}

. T
. in—
puisque (1+i)" =(v2)"e 4

f(M(x) = (vV2)"e*Partie réelle [el

ol
58

V2)"e* cos(x + %[)

©) Retour
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@ solution \1aTH03E08
ieme
On utilise la formule de Leibniz donnant la dérivée n d'un produit
()™ = g K 0=k (K)
k=0
|
Pour 0sk<n posons u=(1+x)" aors u"k = %(1+ x)K

n! _
Xn k

gt v=x" alors v(K) =
(n-kK)!

(00 =[x"w+0)" " =n S (CR)2x K (14 x)k
k=0

n
Dans cette expression polynémiale, n! Z(CE)2 est le coefficient du termeen x"
k=0
Le coefficient du terme en x peut se calculer directement, en effet

n(l+x)n _(X+X z Ck n- k(XZ)k z CE Xk+n
k=0 k=0

. n
et la dérivée nieMe s'exprime par [x”(1+ x)“](”) = 3 CK(k+n)(k+n-1).....(k +Dx¥
k=0

L'égalité de ces deux coefficients fournit la relation

o z (ch? = Chenzn-1....c1 3 = 2!
(2n)
t C —ch ]
¢ Z ( e
© Retour
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@ solution 1A TH03E09

Soit la fonction f: R - R
X

x—>f(X)=0
% +bx+c s x=0

s x<0

La fonction f est de classe C” sur R

X H X H X H
f’(x):% S'X<0,f"(x):% si x <0 etf(”)(x):% S_'X<Osin23.
Rax+b si x=0 Pa si x=20 B six=0

» Continuité de fen 0.
f(0)=cet limf(x)=1.

X-0
x<0
Donc, f est continue en0 < c=1.
o Dérivabilité de fen 0.

fa(0) =b et lim f'(x) =f5(0) =1
x<0

Donc f est dérivableen 0 < fg (O) = fé(o) - b=1

e Continuité de f' en 0.

f* est continue en O car )!erg)f(x) =1 :f'(O)
x<0

e Dérivabilité de f' en 0.
f5(0) =2a et limf"(x) =fz(0) =1.

X0 g
x<0

Donc f’ est dérivable fé’(O) = fé’(O) = 2a=1le-a= %

e Continuité de f” en 0.

f" est continue en 0 car )!erg)f (x) =1=f" (0)
x<0

Donc la fonction f:R - R définie par :
X

X f(x) =
%x2+x +1 si x =0

six<0

est de classe C? sur R.

© dpic - inpl — avril 1999



U.M.N. 3. Fonctions numériques. Dérivées - Différentielles Solutions.

o Dérivabilité de f".

fq (0)=0et limf"(x)=1=1g (o)
x<0

donc f* n'est pas dérivable en 0 car f}' (0) zfy (0) et, par suite, la fonction f n’est pas de

classe C2surR.

©) Retour
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Solutions.

@ solution \1aTHo3EL0

o f est de classe C* sur R —-{Q

Continuité en xg =0

Pour x#0

.1
Xsin—
X

<|x| - Oquand x - O
limf(x)=f(0)=0

X-0

f est continue en xg =0

Dérivabilité sur R —{G

D'aprés les théoremes généraux de dérivabilité
.11 1
f'(x) =sin———=cos—
X X X

Dérivabilité en xy =0

lim M: lim sinl n'existe pas
X-0 X X-0 X

f n'est pas dérivable en x5 =0

Conclusion

f est seulement continuesur R donc f est declasse C° sur R

©) Retour
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Solutions.

@ solution \yaTHo3ELL

o f est de classe C* sur R —-{Q

* Continuité en xg =0

Pour x#0 xzsin% < x? - Oquand x - O

limf(x)=f(0)=0

X-0

f est continue en xg =0
« Dérivabilité sur R —{G
D'aprés les théoremes généraux de dérivabilité

f'(x) = 2xs n1 - cosl
X X

- Dérivabilité en xy =0
lim 1 =10) _ i (xsint) = 0
X-0 X X-0 X

f est dérivable en xg =0et f'(0)=0

» Continuité de la dérivéeen O

limf'(x) = Iim(2xsin£—cos£) n'existe pas
Xx-0 X-0 X X

» Conclusion

f est seulement continuesur R, la dérivée n'est pas continue en xg =0,

donc f est declasse CO sur R

©) Retour
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@ solution \yaTHo3EL2

o f est de classe C* sur R —-{Q

Continuité en xg =0

.1
x3sin=
X

limf(x)=f(0)=0
x-0

Pour x#0

s‘x3‘_.0quand X -0

f est continue en xg =0

Dérivabilité sur R —{G

D'aprés les théoremes généraux de dérivabilité

f'(x) :3x25:in1—xcosl
X X

Dérivabilité en xy =0

IHniQQ:iED:IHn(XZin):O
X-=0 X X-0 X

f est dérivable en xo =0et f'(0)=0

Continuité de la dérivéeen O

lim £ (x) = lim (32sin~ -~ xcos~) = 0 = f' (0)
X-0 X-0 X X

» Conclusion
f est continuesur R, la dérivée est continue en xg =0,
donc f est declasse Cl sur R sans étre declasse C2 sur R

* Continuité en xg =0

©) Retour
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Exercices supplémentaires

@ Exercice Y Q:

MATHO03S01.
Soit f la fonction définie par f(x) = In(e* +1)
Montrer que f est une bijection de R dans RY

Déterminer sa bijection réciproque

@@ Exercice Y O

MATHO03S02.

Déterminer la classe sur R de la fonction
f:R SR
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